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RESUMO

Apresenta-se uma metodologia analitica para calculo do fluxo de calor unidimensional transiente através de paredes
multicompostas externas de edificacdes, sujeitas & convecgdo e radiagdo solar. 0 método baseia-se na aplicacao da
Transformada de Laplace com inversdo por Quadratura Gaussiana, Os resultados sdo comparados com os métodos
numéricos dos Volumes Finitos, que ¢ também aqui descrito, ¢ da Fungdo de Transferéncia, comumente utilizado em
calculos de ar condicionado. A metodologia analitica aqui desenvolvida apresenta como caracteristica principal o
fato de ndo necessitar incrementos sequenciais no espaco € no tempo.

ABSTRACT

It is presented an analytical methodology to calculate the unidirectional transient heat flux trough multilayered
external walls of buildings, with convection and solar radiation. The Laplace Transform technique with numerical
inversion based on Gaussian Quadrature is applied. The results are compared with the numerical methods of Finite
Volumes, which is here described too. and the Transfer Function Method, commonly employed in the context of air
conditioning. The principal characteristic of the analytical methodology presented here is that there is no need to do
sequential increments in the time and in the position.
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INTRODUCAO

0] desempenho térmico do envoltorio de cdificagBes tem participais smportante no conforto térmico e
no consumo de energia no caso de utilizagiio de condicionamento artificial. 0 envoltorio das edificagfes esta
normalmente em processo transiente de transferéncia de calor, seja em resfriamento ou aquecimento. Este
calculo transiente tem como principal forma de realizagio, no caso de condicionamento artificial. o Método da
Fungdo de Transferéncia, (ASHRAE, 1989; Mitalas, 1968 e 1972). Este método necessita um calculo prévio do
fluxo transiente de calor através de métodos numéricos, para depois encontrar a Fungfio de Transferéncia. Nas
duas etapas existe a necessidade inerente aos métedos numéricos de incrementos sequenciais nas coordenadas
espacial e temporal. O incremento temporal existe inclusive quando ja se conhece a fungio de transferéncia.

O objetivo aqui buscado € o de desenvolver uma metodologia analitica que calcule o fluxo transiente de
calor em paredes multicompostas, independente da necessidade de incrementos sequenciais no espago € no
tempo. Visando futuras solugdes bidimensionais os mesmos problemas sio também resolvidos pelo método
numzrico dos Volumes Finitos, conforme descrito por Patankar, 1980. Comparagdes também sdo feitas com o
M:inis da Funglo de Transferéncia, disponiveis apenas em aproxnmacées unidimensionais.

Num trabalho anterior Beyer ¢ Vithena, 1993, apresentaram a solugdo deste problema com a aproxi-
ds ndlo considerar uma condigfo inicial para cada dia de calculo. Noutro trabalho Beyer e Vilhena, 1994,
inbeotaziesmn a condigdo inicial, melhorando os resultados numéricos, mas considerando como fungio excitagio
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um polinémio com simples precisa”iow 0 que ainda acarretou alguns erros nos resultados. Uma fungio excitacdo
mais elaborada é introduzida no presente trabalho, juntafnente com o desenvolvimento do cdlculo numérico.

APRESENTACAO DO PROBLEMA

Seja uma parede multicomposta conforme mostrado na figura 1. Ela possui diversos meios i, sendo que i
varia de 1 até M. Neste trabalho a atengdo € voltada para paredes externas de edificagdes, que tem no lado
externo uma temperatura T,(t) chamada sol-ar, fungdo ciclica didria que serd posteriormente analisada € um
coeficiente de troca de calor por convecgdo conhecido. Considera-se que o interior da edificagdo estd & uma
temperatura fixa, sendo também conhecido o coeficiente de troca por convecgio. A resisténcia térmica de contato
entre dois meios i pode ser finita ou igual a zero, representando um contato fisico perfeito entre eles.

T O
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Figura 1; Parede multicomposta Figura 2; Parede resolvida como exemplo

A equacdo da condugfo do calor, em forma transiente e uma dimensdo, pode ser escrita assim:

&T(xt) 1 0T(x,t) SRS R | |
(ot) _ L =Y i=12,..M | (1a)
ox o, o

t>0

T .
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Pode-se escolher entre as condlgoes (Icl), existéncia de resisténcia de contato, ¢ (1¢2), contato térmico
perfeito. A condigo inicial T,i(x) € uma funcio que deve ser ajustada conforme a distribui¢do de temperaturas na
parede ao fim de cada dia, condi¢do inicial para o dia seguinte.

A condicdo de contorno externa é de troca de calor por convecgdo. Nesta troca deve estar incluido o
efeito da radiagio solar, o que é feito com a introdugio de uma temperatura ficticia chamada temperatura sol-ar,
segundo descrita pela ASHRAE, 1989.
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METODO AN ALITICO DE SOLUCAO

O problema acima descrito bem como a apheac;io da Transformada de Laplace a seguir podem ser
encontrados nos textos basicos de Transferéncia de Calor (Ozisik, 1980).
Aplicando a Transformada de Laplace & equagio bésica do problema (1a) vem:

d’T(x,s) s = T,(x)
»kl - o. ];"(xos) - o B (2a)

H H

Nesta equacio T(xs) L{T(x,t);t > s}, onde L é o operador Laplace. Aplicando a
-Transformada de Laplace as condigdes de contorno vem:

_k,ﬂm,T,_h,Ta ....... T=T, .. k,%:km di“
dchT ‘ dT, L (Zb)
—ki“d—xl_= SRTQ Al HFY SRS kM?M"'hMHTM:hMH’SL
®  Asolugo da equagio (2a) ¢ tomada da forma:
T, (x,5) = A, (s)exp(-R,x) + B;(s)exp(R;x) + exg; R;x) ¢* exp(Ryx)(a +b, x)dx
3

—M"—x—)—r exp(—R;x)(a; +b,;x)dx

Nesta equacdo R; vale ,/s/ @, e a distribuigfo inicial de temperaturas T,(x) ¢ tomada como retas
a; + b; x. As exponenciais constantes da equacdo formam uma base para uma solugfio apropriada. A integrago da
equagdo (3) resulta em:

I(x,s)= A(s)exp(-Rx, )+ B/(s)exp(Rx,) BT
f‘(xiﬂ ,8) = 4;()exp(—R;x;11) + B; () exp(R;x;4y) + 1, (x;41) / 2‘“1' R; (4b)

IL(x)=(a; / ‘R)[2 - exp(R;x;) exp(—R;x,,;) — exp(—R,;x;) exp(R;x; .1 )] + (&; / R)[2%x;,, — (;tc)
exp(R;x;)(x; =1/ R;) exp(=R;x;41) — exp(—R;x;)(x; +1/ R;)exp(R;x;41)]

Estas equagles devem ser colocadas junto com suas derivadas nas condigbes de contorno para
encontrarem-se as constantes A, € B;. As derivadas ficam:

di-(xi ,8) / dx =—R; A;(s)exp(-R;x;) +R; B; (s) exp(R,x; ) (5a)
AT, (x,41,5) | dc=~R, A, (s)exp(—R,x,11) + R, B, () xp(R; X,1) + 1d; (%,,1) / 20, R, (5b)

1d,(x;1)=b,[(2/ R,) +exp(R;x; )(x; —1/ R;)exp(=R;x; ;) — exp(—R;x; )(x; +1/ R;)exp(R;x;,;)] +

o [exp(R,x;) exp(-R; ;1) - xp(-Rx) exp(Rix)]
(5¢0)
Colocando-se as equagles acima nas condxc;ées de contorno pode-se montar um sistema linear para
obtengdo dos coeficientes A; e B;, obtendo-se:

MC(Q2M,2M)*MI(2M, 1)=MT(2M, 1) onde ©

MC ¢ a matriz dos coeficientes, fungfo de k,R.A,x, MI a matriz das incognitas Ai ¢ Bi e MT a matriz dos termos
independentes, fungdo de 1, 7,x, o, R.k.

175



Este sistema linear tem a variavel s complexa participando do calculo dos coeficientes A; ¢ B;. Estes
coeficientes devem set colocados nas equagdes (4) e a fungfo Ti(x.t), solugdo do problema (1a), é encontrado pela
formula de inversdo da Transformada de Laplace. Neste trabalho utiliza-se o calculo desta integral de inversdo
por Quadratura Gaussiana, substituindo-se-a varidvel complexa s pelos valores dos pentos-da Quadratura.

A solugdo do problema (4) é feita pelo retorno do dominio s para o dominio 7, através da integral de
inversdo:

1 [ — ,
I(x,t)= ;;}f . exp(st)T(x,s)ds Y

fazendo st = p para obier uma integral definida sem o pardmetro £ no termo exponencial, que € a fun¢do
peso. introduzindo ¢'=c/t. utilizando a formula de Quadratura Gaussiana apropriada segundo Heydarian e
Mullineaux. 1981, ¢ trabalhandoe com a fungio a ser ivertida vem:

1 petie Dt n —
nen=s [ epn LD 3y 0T G5 1) ®

7 de—joo

Pode-se entdo calcular Ti(x,t) substituindo-se s por py/t, 0 que ¢ feito no sistema (6). Os termos Ay € px
podem ser encontrados para até n = 30 em Stroud e Secrest, 1966. Normalmente n = 8 apresenta bons resultados.
Neste trabalho utiliza-se n = 8. A substituigio s - py/t ¢ utilizada para encontrar as constantes de integragdo A, e
B; do problema (6) ¢ junto com os valores de A, para encontrar T,(x.t). E necessario portanto inverter a matnz"s
vezes para qualquer x ou  procurado diretamente. independente de incremento nestas variaveis.

METODO NUMERICO DE SOLUCAO

Emprega-se o Método dos Volumes Finitos, conforme descrito por Patankar, 1980. Neste método o
dominio de calculo ¢ discretizado sob a forma de volumes de controle, integrando-se a equac;ao diferencial que
descreve o fendmeno estudado ao longo de cada um destes volumes. A equacio diferencial ¢ também integrada
a0 longo de um intervalo de tempo At, obtendo-s¢ assim um sistema de equac;oes lineares algébricas, uma para
cada volume da malha, a ser resolvido.'

Integrando entdo a equagdo da condugdo transiente de calor. em uma dimensdo, com o0 termo fonte S, no
volume de controle mostrado na figura 3. ¢ ao longo do intervalo de tempo At,

e, —— &, —1 — &, !
o ( U Y : v
W P E P g E
W e e
o — + ot
Figura 3. Volume de controle para integrag i Figura 4. Interface entre dois volumes dé controle
e pt+AL 5T AL pe S0 Y :
pcj J‘ L dtdx :f j7 CE j j Sdxdi ©)
wot o ' wek ‘ :
t+Ar AT \ )
per| i = : jidf + S AxAl (10)
t ( 4

: siderado. ao Iongo do intervalo de tempo At.
Para a avaliaco das derivadas da temper s “¢” ¢ “w" do volume de controle ¢ necessario
assumir uma fungfio de interpolagdo entre o pontc “P ', gie representa o centro do volume em questfio, ¢ seus
vizinhos. Adotando um perfil linear de temperaturas ic:n-s:

pch t+At%~dt _ “.t-’r-ﬁt(k @‘___ﬂ_v__.{i} -k , ;(f.i__{_ )]dt + SAfo (11)
' .

e o
t ox, Ox,,

Integrando agora no tempo e avaliando as diferengas de temperatura, que constam no lado direito da
equagdo, no final do intervalo de tempo At, ou seja, no tempo t+ At (esquema totalmente implicito), tem-se
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Ax N Te-Tp)  (Tp-Ty) o
ch(TP—TP‘)—ke ke S (12)

onde o superindice “0” refere-se ao valor da temperatura do ponto “P” no tempo t.

Linearizando o termo fonte S da seguinte forma, S = Sc +SpTp, a equagdo (12) pode ser assim
rescrita '

onde - aE=—I£e— aW:—]‘-:W— aj'é:pch
&, &, At
' (14)
aP:aE+aw+a10>—SPAx b=SCAx+a10;]ﬁ

Observe-se que nestes coeficientes figura a condutividade térmica do meio nas faces dos volumes de
controle. Quando o meio ¢ homogéneo. e ndo for considerada a variagio da sua condutividade com a
temperatura, tem-se um valor constante. Entretanto neste trabalho propde-se resolver meios multicompostos,
‘onde comumente as propriedades fisicas variam de meio para meio.
Supondo entfio que a interface entre dois meios distintos coincida com a interface entre dois volumes de
_controle. conforme mostrado na figura 4, e aplicando o principio fisico da continuidade do fluxo térmico através
da interface, obtém-se : '

-1
ke :(1 fe_+£J onde fe = &e+ (15)

kp kg .

Em outras palavras trata-se da média harménica das condutividades térmicas de cada meio com o
posicionamento relativo da interface.

A integragdo da equacdo diferencial num volume de controle, ¢ ao longo de um intervalo de tempo At,
gerou uma equagfo algébrica linear para este volume de controle. Este procedimento da origem portanto a um
sistema de equagBes algébricas, sendo uma equagio para cada volume da matha de volumes que discretiza o
dominio de solugéo. ’

A evolugio das temperaturas no interior da parede € entdo calculada resolvendo-se o sistema de
equagbes algébricas a cada passo de tempo. As condigdes de contorno, inclusive a da face externa, que é
transiente, sdo incorporadas nos volumes de controle das fronteiras.

CASO RESOLVIDO E DISCUSSAO

Para avaliar o comportamento deste método foi resolvido o problema constante na ASHRAE, 1989, ali
resolvido pelo Método da Fun¢do de Transferéncia. Seja uma parede multicomposta (figura 2) de cor clara
construida com 25 mm estuque (k = 0,692 W/m°C, o = 4,434E-7 m?/s), 100 mm concreto pesado (k= 1,731, a =
9,187E-7), 25 mm. isolante (k = 0,043, o = 1,6E-6), 20 mm reboco (k = 0,727, o = 5,4E-7), e coeficientes de
convecgdo externo e interno de 16,95 e 8,26 W/ °Cm’, respectivamente. Ndo h4 resisténcia térmica de contato
entre as camadas. A temperatura interna da sala ¢ mantida constante, igual 3 24 °C. O fluxo foi calculado através
de 1 m* de parede oeste. A temperatura externa evolui como fungdo horaria com ciclo de um dia, segundo a
temperatura sol-ar que consta na ASHRAE, 1989, para 40° de latitude norte, 21 de julho, o/ho = 0,026.
Considera-se que estes valores repetem-se consecutivamente de modo a permitir que o sistema entre em regime
periddico (ndo ocorre nebulosidade atmosférica).

O método analitico exige uma fungfo continua sobre as 24 horas do dia. Por isso foi ajustado um
polindmio de grau dez para representar a temperatura sol-ar. O ajuste desta fungfo foi realizado pelo método dos
minimos quadrados. : -

O problema também exige a definigdo de uma condigdo inicial. Para o primeiro dia foi considerado que
toda a parede estivesse na temperatura interna. Nos dias subsequentes foram encontradas as temperaturas
internas da parede as 24 hs, ajustadas equacdes de retas para esta distribuigio, ¢ tomadas estas equagdes como a*
condi¢do inicial para o dia seguinte. Observa-se que para a parede em andlise, especialmente em relagdo ao
concreto pesado, € por estar a parede as 24 hs perdendo calor para-os dois lados, o ajuste da condig#o inicial por
retas introduz uma pequena diferenga ent - -+ vaanpo real de samperaturas e a distribuigio considerada. Conforme
fica demonstrado mais adiante o erro introduzido por esta prética ¢ muito pequeno, podendo mesmo assim ainda
ser reduzido ajustando-se 0 campo de temperaturas por equagdes quadraticas. .

v
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A tabela 1 apresenta o-fluxo de calor na face interna da parede ao longo de um dia, ap6s ser atingido o
- regime periddico, calculado pelos métodos numéricos da Fungfo de Transferéncia e dos Volumes Finitos, € pela
metodologia analitica proposta neste-trabalho.

Tabela 1; Fluxo térmico na face interna da parede ao longo de um dia

Horario | Fungdo de Volumes Finitos - | Metodologia
Transferéncia Analitica Proposta
[h] [Wm® [W/m’] [W/m’]
1 11,631 11,666 11,818
2 9,985 10,026 10,028
3 8,502 8,544 . 8,493
4 7,189 7,212 7,263
5 6,003 6,019 6,076
6 4,946 4,983 4,889
7 4,069 - 4,150 3,911
[ T 3461 3,576 3,342
9 3,197 3,320 3,212
10 3,293 3421 3,402
11 3,744 3,888 3,793
12 4,513 4,690 _ 4396
13 5,574 5,823 5,393
14 7,153 7,533 7,030
15 9,488 9,943 9451
16 12,432 12,868 12,531
17 15,582 15,930 15,819
18 | 187397 18,607 18,635
19 20,249 20,225 20,314
20 20,380 20,178 20,498
21 19,005 18,890 19,327
.22 17,142 17,122 17,393
23 15,232 15,255 15,387
24 13,388 13,424 \ 13,613
CONCLUSOES

A metodologia analitica proposta apresenta bons resultados, devendo-se observar que as pequenas
discrepancias em relagio aos métodos numéricos devem-se provavelmente as aproximagdes ja comentadas na
representagio analitica da temperatura sol-ar ¢ no ajuste da condigdo inicial por retas. Também nos métodos
numéricos pode haver alguma imprecisdo na discretizagdo da temperaxura sol-ar ao longo do tempo.

Atualmente estuda-se a possibilidade de fazer a inversdo da Transformada de Laplace também
analiticamente. O método devera ser aplicado s paredes utilizadas nas construgles brasileiras, procurando’
analisar-s¢ os efeitos de distintos materiais, espessuras, cores € onem:aqéés destas paredes.

Pretcnde-se também, em trabalhos préximos, estender o metodo bara duas dimensdes transiente.
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